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1. Présentation du sujet

« La multiplication en chalne » consiste a multiplier entre eux les chiffres qui constituent un
nombre entre eux, puis a multiplier entre eux les chiffres qui constituent le résultat de la premiére
multiplication, puis a multiplier entre eux les chiffres qui constituent le résultat de la deuxieme
multiplication, et ainsi de suite jusqu’a obtenir un résultat compris entre 0 et 9. Lorsque le résultat est
dans cet intervalle, on dit que la multiplication en chaine est compleéte.

Exemples:  La multiplication en chaine pour le nombre 4916783 est la suivante
4.9.1.6.7.8.3=36228
3.6.2.2.8=576
5.7.6=210
2.1.0=0

11 faut donc 4 étapes pour compléter la multiplication en chaine de 491678.

La multiplication en chaine pour le nombre 953 est la suivante

9.5.3=135
1.3.5=15
1.5=5

11 faut donc 3 étapes pour compléter la multiplication en chaine de 953.

Voici les deux questions qui nous ont été posées :
- Démontrer que le produit des chiffres qui composent un nombre est toujours plus petit que le
nombre de départ.

- En combien d’étapes peut-on compléter une multiplication en chaine ?

2. Résultats obtenus

Nous avons démontré que le produit des chiffres qui composent un nombre est toujours plus petit que ce
nombre. Nous allons démontrer le théoréme suivant dans la suite de 1’article :
Theorem 1. Le produit des chiffres qui composent un nombre est toujours plus petit que ce nombre.

Nous avons établi une méthode pour déterminer le nombre d’étapes pour les 107 premiers naturels.
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3. Détails des résultats

1. Preuve du théoréme 1

Hypothéses

Prenons ne Ny,

Considérons a EN N [0;100+1 -1].
Soit co, le chiffre de 1’unité de a,
Soit ¢1, le chiffre de la dizaine de a,

Soit cn.1, le 2¢™e chiffre de a,
Soit ¢n, le 1°f chiffre de a, avec cn# 0,
Tels quea=cn. 10" +cpr . 101+ ... +¢1. 101 +co. 10°avec ci€{0,1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9}

Thése
Cn.Cpl. ... .C1.Co<a
Démonstration

Par hypothéses a=cn. 10" + cq1 . 10" + ... +¢1. 10" +¢o. 10°

Dés lors, il suffit de prouver

Co-Cnl. ... .C1.COSCn. 10"+ cCpy. 101+ ..+ ¢ 101 +¢o. 10°
&(Cn. Cnl. ... .C1.€C0)/cn< (Cn. 10"+ cpy . 10™ + .. +¢r. 101 +¢o . 10°) /en
& Cnl. vn. . C1.C0S 10M+ (Cpor . 1071+ . +¢1 . 10" +¢o. 10°) /e
Or, le produit cn.1. ... . c1.co vaut au maximum 9" car ¢p-1. ... . c1.co€ [0; 9]
De plus,

(cn1. 10™1+ ... +¢r. 10" +¢o. 10% /cn=> 0 car le quotient d’une somme de nombres positifs par un
nombre positif non nul est positif.

Donc,onacpi. ... .C1.c0<9"<10"<cp. 10" +cpy. 10"+ ... +¢i. 10" +¢o. 10°
Car 9" < 10" est toujours vrai si n € Np
Donc,

Cn.Cn1. ... .C1.Co< a, ce qui termine la preuve du théoréme.
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2. Analyse pour les 107 premiers naturels

Pour tenter de comprendre les facteurs qui influencent les nombres d’étapes, nous avons créé un tableau
Excel qui effectue la multiplication en chaine des 107 premiers naturels.

Ensuite, nous avons compté le nombre de fois ot une multiplication en chaine compléte se termine en 0,
1,2,3,4,5,6,7, 8 et 9. Autrement dit, nous avons compté le nombre de fois ou nous arrivons a 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8¢t9ala fin de la multiplication en chaine pour 107 premiers naturels. Nous avons constaté
qu’il y a plus de récurrence en 0 puis 6 puis 8 puis 2 puis 4 puis 5 puis 9 puis 3 et 7 égaux puis 1. Nous
avons aussi remarqué que plus nous augmentons le nombre de chiffres qui forment le nombre de départ,
plus le nombre d’étapes maximum augmente.

3. Conditions nécessaires et/ou suffisantes pour atteindre un nombre

Nous avons analysé la multiplication en chaine pour les 10.000.000 premiers naturels et en avons tiré les
six conclusions suivantes.

Conclusion 1. Une condition suffisante pour que le produit final soit égal a 1, est que tous les
chiffres du nombre de départ soient 1 car 1 est un élément neutre de la multiplication. De plus, il n’y
aura qu’une étape pour que la multiplication soit compléte.

Cette condition est aussi nécessaire, pour qu’elle soit prouvée, il faudrait prouver que la
décomposition en facteurs premiers de tous les nombres qui ne sont formés que du chiffre 1 implique au
moins un facteur plus grand que 9. Dés lors, il est impossible d’obtenir ce produit uniquement avec un
produit de chiffres. Autrement dit, en n’utilisant que des chiffres il est impossible d’obtenir un produit
qui serait un nombre formé uniquement du chiffre 1.

Exemple : Ona 111 =3 .37 et 37 étant un nombre premier plus grand que 9.
Onallll=11.10; 11 et 101 étant des nombres premiers plus grands que 9.

Conclusion 2. Voici deux conditions suffisantes pour que le produit final soit égal a 0 :

- 11 existe au moins un 0 parmi les chiffres du nombre de départ. La multiplication sera
compléte en une étape.
Exemple : 370,ona 3.7.0=0

- Il existe au moins un 5 et un chiffre pair parmi les chiffres du nombre de départ. La
multiplication sera compléte en deux étapes.
Exemple : 8315,0ona 8.3.1.5=120

1.2.0=0

Conclusion 3. Une condition nécessaire pour que le produit final soit égal a 5, est qu’il existe au
moins un 5 parmi les chiffres du nombre de départ et que tous les autres chiffres du nombre de départ
soient impairs.

Cette condition n’est pas suffisante car il existe un contre-exemple : 55, ona 5.5 =25

2.5=10
1.0=0
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Conclusion 4. Une condition suffisante pour que le produit final soit égal a 3, est qu’il existe un
et un seul 3 parmi les chiffres du nombre de départ et que tous les autres chiffres soient des 1. De plus, il
n’y aura qu’une étape pour que la multiplication soit compléte. Autrement dit, en n’utilisant que des
chiffres il est impossible d’obtenir un produit qui serait un nombre formé uniquement du chiffre 1 et
d’une seul fois le chiffre 3.

Cette condition est aussi nécessaire, et pour qu’elle soit prouvée, il faudrait prouver que la
décomposition en facteurs premiers de tous les nombres qui ne sont formés que du chiffre 1 et d’un seul
3 implique au moins un facteur plus grand que 9.

Exemple : 1113 =3 .7 .53, 53 étant un nombre premier plus grand que 9.
1311 =3.19.23, 19 et 23 étant des nombres premiers plus grands que 9.

Conclusion 5. Une condition suffisante pour que le produit final soit égal a 7, est qu’il existe un
et un seul 7 parmi les chiffres du nombre de départ et que tous les autres chiffres soient des 1. De plus, il
n’y aura qu’une étape pour que la multiplication soit compléte.

Cette condition est également nécessaire. Sa démonstration implique de prouver que la
décomposition en facteurs premiers de tous les nombres qui ne sont formés que du chiffre 1 et d’un seul
7 implique au moins un facteur plus grand que 9. Autrement dit, en n’utilisant que des chiffres il est
impossible d’obtenir un produit qui serait un nombre formé uniquement du chiffre 1 et d’une seul fois le
chiffre 7.

Exemple : 171 =3 .57, 57 étant un nombre premier plus grand que 9
111711 =3 .23 . 1619, 23 et 1619 étant des nombres premiers plus grands que 9

Conclusion 6. Une condition suffisante pour que le produit final soit égal a 9, est qu’il existe un
et un seul 9 parmi les chiffres du nombre de départ et que tous les autres chiffres soient des 1 ou qu’il
n’y ait que deux fois le chiffre 3 parmi les chiffres du nombre de départ et que tous les autres chiffres
soient des 1. De plus, il n’y aura qu’une étape pour que la multiplication soit compléte.

Cette condition est aussi nécessaire. Pour la démontrer, il faudrait prouver que la décomposition
en facteurs premiers de tous les nombres qui ne sont formés que du chiffre 1 et d’un seul 9, ou du chiffre
1 et de strictement deux fois le chiffre 3, implique au moins un facteur plus grand que 9. Autrement dit,
en n’utilisant que des chiffres il est impossible d’obtenir un produit qui serait un nombre formé
uniquement du chiffre 1 et d’une seul fois le chiffre 9 ou un nombre formé uniquement du chiffre 1 et de
2 fois le chiffre 3.

Exemple : 9111 =3 . 3037 ; 3037 étant un nombre premier plus grand que 9
131131 =7.11.13.131; 11, 13 et 131 étant des nombres premiers plus grands que 9

4. «Arbres » de la multiplication en chaine

Comme dit précédemment, nous avons remarqué que plus nous augmentons le nombre de chiffres qui
forment le nombre de départ, plus le nombre maximum d’étapes augmente. Mais nous avons remarqué
que les nombres qui formaient ces étapes, appelé nombre a 1’étape, variaient rarement. Nous avons donc
décidé de les classer grace a des « arbres ». Nous avons placé dans ces arbres uniquement les nombres a
1’étape et non les nombres de départ. Ces arbres sont donnés a la page suivante.

Par exemple, pour I’arbre de 5, nous sommes certains (pour les nombres allant jusqu’a 107) que pour que
la multiplication en chaine fasse 5, 1’étape précédente sera 15. Jusqu’a 107, nous pouvons donc affirmer
que 51 n’est jamais I’étape précédant 5, étant donné que nous avons effectué la multiplication en chaine
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pour tous les nombres. Pour tous les « arbres », les branches sortant d’un nombre sont les seules a exister,
d’aprés notre tableau Excel.

Nous pouvons donc grace a ses arbres déterminer le nombre d’étapes nécessaires pour compléter la
multiplication en chaine. Il est égal au niveau dans I'un des arbres du nombre a I’étape auquel nous

arrivons apres la premicére multiplication.

Par exemple, si nous arrivons a 729 aprés la premieére multiplication, on observe qu’il est au 4¢me
niveau dans 1’arbre de 2. Le nombre d’étapes du nombre de départ vaut donc 4.

o 5

1134 162 13122 ' 216 2187

1741824 729 ' 933;) 61236 33614 1229312 ' 14336 321489 268912 314928
393216
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4. Conjecture

Nous pensons que plus le nombre de chiffres qui forment le nombre de départ est grand, plus le nombre
d’étapes maximum peut étre grand. Donc, il serait possible d’avoir un nombre infiniment grand d’étapes
pour un nombre infiniment grand.
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