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1 Présentation du sujet

Nous considérons dans ce travail les vitesses de deux objets se déplagant

e dans un espace a une dimension,
e sans frottement,

e qui, lorsqu’elles entrent en collision, respectent les principes des chocs
élastiques.

Soient deux spheres S; et S; de masses respectives mi et mo avec my > mso.
La sphere Sy est initialement immobile et située entre un mur et S; qui, elle,
se dirige vers Sy avec une vitesse initiale v;. Plagons un axe de maniere a ce
qu’il soit orienté vers le mur. La position de l'origine n’affectera pas 1’étude.
En effet, nous ne manipulerons que les vecteurs de vitesse (& une composante),
et ces manipulations sont valables quelles que soient les positions initiales des
deux spheres.

Problématique : Combien y aura-t-il de chocs entre les spheres en fonction
de la répartition de leur masse ?

Mur =




2  Quelques rappels de physique

2.1 Energie cinétique

L’energie cinétique E. d’un corps en physique est la quantité d’energie que
possede ce corps en raison de sa masse m et de sa vitesse v telle que

1
E. = imUQ

2.2 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement p d’un corps est le produit de sa masse m par sa
vitesse v. On a :

2.3 Choc élastique

Dans un choc élastique, il y a conservation de la quantité de mouvement p et
d’energie cinétique E. du systéme a tout instant.

A une dimension, si deux objets de masses respectives mi et ms entrent en
collision avec des vitesses respectives vy et vq, alors ils repartent avec des vitesses
v} et vh. Nous avons le systéme suivant.

bi = Dy
B = ch

/ /
M1V + MoU2 = M1V + MaUy
2 2 "2 '2
< mivy MoV5 M1y Moy

2 2 2 2

2.4 Calcul des vitesses résultantes

Puisque le déplacement des solides se fait sans aucun frottement avec le sol et
que les solides respectent le principe du choc élastique, les vitesses v] et v} des
solides apres le choc sont trouvées en resolvant le systeme:

/ /
mivy1 + Moz = M1V + MaUy

! ’
m1v2 m2v2 miv 2 movU 2
1 2 _ 1 2
2 2 2 2
mip — Mo 2m2
/
v = U1 + V2
PN mi + mo my + mo
’ mi ma — MMy
'UQ == V2

U1
my + mo my + mo

Les solutions v] = v; et v = vq, bien qu’étant mathématiquement valables,
ne sont d’aucun intérét ici. En effet, si nous prenions en compte ces solutions,



cela impliquerait que les spheres ont continué leur trajectoire sans changement
de sens ou de vitesse. C’est bien sur absurde.

ﬁ
U1 U1
— —
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o
Avant le choc Apres le choc
2.5 Rapport des masses
m
Posons k = —*. Cela veut dire que k est le rapport des masses. Bien sir,
mo

comme mq > ms, on a k > 1. Apres introduction de k, les solutions deviennent

/ k'mg—mz 2m2

v = 1+ V2
k-mo + mo k-mo + mo

’ 2m1 mg—k~m2

U2

= U1 U2
k'm2+m2 k-m2+m2

k=1 2
V= ——v1+ ——u
[ R
RO TR A B 1)
vy = ——wv — ——
27 k41 k41

2.6 Choc élastique de S, avec le mur

Etudions uniquement le choc résultant de la collision entre Sy et le mur et
considerons que celui-ci est élastique. .

Puisque le mur est fixe (sa vitesse est toujours nulle), Sy conserve son énergie
cinétique et sa quantité de mouvement avant et apres le choc de celui-ci avec
le mur. Par conséquent, S; repartira toujours avec une vitesse opposée avec
laquelle il frappe le mur.

Avant le choc Apres le choc



3 Généralisation

Afin de faciliter ’étude, nous généraliserons quelques notions. Il convient en
outre de signaler que nous considérerons toujours les vitesses - et leurs com-
binaisons linéaires - aux différentes phases comme des fonction dont k est la
variable.

De plus, notons, aussi surprenant que cela puisse paraitre, que la vitesse
initiale de S; n’influence pas le nombre de collisions qu’il y aura. En effet, v;
est un scalaire strictement positif qui, comme nous le verrons, multiplie aussi
bien vy (P,) que vs (Py,).

3.1 Formule générale d’itération

Quel que soit le sens du choc, le systéme qui donne les vitesses résultantes est
la méme, et est la suivante.

k—1 2
P,) = ——vi(P,—1) — P,_
gy § T T )
vo(Pp) = kJrlUl(Pn—l) + k+1v2(Pn—1)

La généralité de cette relation de récurrence est démontrée en considérant
toutes les directions de collision possibles, pour autant qu’elles aient un sens
dans notre cadre de référence.

3.2 Terme général
Démontrons par récurrence la formule suivante, sur base de la formule générale

d’itération.

n+1

Vi nt1—

v1(Pp) = rr )it D O (—1PEr
p=0

_ U - 2p+1 n+l1—
v2(Pp) = mgcﬁn(—l)pk v

Le cas de base est n = 0. C’est trivial :

pour vy (Fp) :

0+1
Vi 2p 0+1— Vi

_—_— —1 p P—- _ - — 1

(k+1)0+1 pZ:002 (=1)%k k+1(k )



et pour vy (P),

U

2p+1 pr.0+1-p _ .
(k—l—lO‘HZC —Lk E+1 2k

Supposons que les égalités soient vraies pour n = N, et démontrons-les pour
n = N + 1. Auparavant, il convient de noter 'identité suivante.

Par deux applications consécutives de la formule du triangle de Pascal', on a

VnpeNAL<p<n+1:C3 ,+2-Co 5 +Co 5 =C ,+ 03+ 0,

2n+2
2p—1
2n+3+02£+3
2
=Co 1y
Considérons d’abord vy (Py,).
(Prt1) = Ly (Py) = ——vs (Py) (par hypothise)
= — — r
V1 ('N+1 k+1v1 N k+1U2 ~N) (par hypothese
P _ N+1

_ vi 2p N41- 2 vi 2t (
T k41 (k + 1)N+1 p;) Con2(=1)Pk P - k+1 (k:+1 yN+1 ZCQN+2

(par hypothése de récurrence)

N+1
=<k+i3N+2( 3 GBI 23 R )

2p—2
+7C5n+2

)pkNJrlfp

N+1 N1
(k+ 1 (k+1)N+2 (Z C22§7+2 LPENT2P Z 2C22%++12( 1PN+ Z C22%+2(1)p+1k]v+1p>

p=0 p=0
N+1 N N+1
2 N+2— 2p+1 1. N+1— 2 1. N+1—

ST D, Cala( IR 4 3 20PN 4 D G (1R )

p=0 p=0
N+1 N

N+2 N+2— 2p+1 17 N+1—
k+1 (kL 1)N+2 <k P+ Z C2N+2 LPENT p+220211<7+2(_1>p+ pNr

p=0
2p p+1 N+1—p N+2
+ § :02N+2 -1k +(=1) )
p=0
(séparation des premiers et derniers termes de la premiére et derniére somme

respectivement)

N+1 N+1

N
(% — — — —
R ("’N“ 2 OGR4 DL 20RO

p=1 p=1 p=0
1Pour touis les natlurels n et p tels que 0 < p < n, la formule du triangle de Pascal est
!
Iégalité Cﬁil =CEt 4 CP ot CF = W

1)pkN+2—p + (_1)N+2)



(renumérotation des deux dernieres sommes)

N+1
Vi 2p—1 2p—2 _
(kj + 1)N+2 (kN+2 + Z { 2N+2 + 2C2§I+2 + 02?/+2} (71)pkN+2 P + (1)N+2>

p=1
) N+1
i 2 _
BCESREE (’fN” + 30 O ()R <_1>N+2>
p=1
N2
- Z 02211144(_1)%1\/”_” , comme attendu.

T (hr1)v+2
(k+1) =

Considérons ensuite vg(P,).

2% k- \
vz (Pny1) = P (Pn) + Pk (Pn)  (par hypothese)
N+1
_ 2%k i i C2  (—1)PENTIP 4 k—1 Zcsz 1PN
Bl (k4 DNFL g i k+1 (k+1)N+1 2N+2

(par hypothese de récurrence)

N+1
(k +Z)N+2 <2k Z C§§,+2( )pkNH_p + (k-1 Z 022%112 pkNH p)

p=0
N+1
(k+ 1 L \N12 (Z R (—1)PENT2P 4 Z 2028 (—1)PENT2P 4 2022%112 [N+ p>
p=0
V; N .
M(Cch (PR 2RV S0 (1R 4 2 1)
p=1 p—1

2p+1 N N+1,2N+1
kJrl N2 <ZC211<1+2 DPHENTP ()N O - k)

(séparation du premier terme de la premiére somme, des premier et dernier
termes de la deuxieme somme, et du dernier terme de la derniére somme)

Grace a I'égalité du triangle de Pascal, on peut démontrer que
Conpo KNT242KN2 = Oy - BN T2

et
(DNFICHES ko ()M 2k = (1) ORT &

Des lors, en utilisant ces égalités et en renumérotant 'indice de la derniere
somme, on peut écrire :



N
(,HUW <02N+4 RNH2 4 Z CHHL (—1)PRN 2P 1 3902 (PR 2(1)N+1k>
p=1 p=1
N
2 1 _ N
k+ 1 (k+1)N+2 <Z Colpa(F1PEN 2P 4 ()Y OO k)
p=1
Vi 2p+1 2p 2p—1 _
“Er N <C N BT 4 Z [02{(,12 +2008 ., + C’zﬁ,ﬁ} (—1)PENT2P 4 ()N k)
p=1
Vi 2p+1 _
“Gr e <C2N+4 3 O (PN ()Y CE- ’“)
p=1
N+1
k T 1 L1 \N+2 Z 022?;14 pkNH P ce qui complete la récurrence.

3.3 Formules fermées
On a démontré que, pour tout n naturel, la formule suivant tient.

n+1
U; nt1—
v () = m Z 022£+2(*1)pk Hor

(1) = G S CHL

3.3.1 Formules fermées pour v (P,) et vy (P,), et leurs zéros

En utilisant les nombres complexes, joignons les deux sommes, de sorte que
vy (P,) soit la partie réelle, et vy (P,) /vk la partie imaginaire.
On a, grace a cet artifice de calcul,

n+1
2 (Pn) V4 n N
v (Po) +1 VE - (k + 1)+t (E :022£+2( DPEMHP 4 E szfii; 1)PEnH1/2= P)

-0
v; ! In2—(2p+1)
2p+1
= T vetl 027L+2 PRt cgﬁig PPk
(k+ 1)nt
p=0
v 2n+2
i D 1.2n4+2—
:(k+1l 1 Z Cayn 17 K57
(f L+ Z)211—}-2

e 1)n+1
Le module du nombre complexe vk + 4, ott k > 1, vaut vk + 1 et son

argument arctan (ﬁ) = arccot(Vk).



Des lors (VE +1)2"12 = (k 4+ 1) exp((2n + 2)i arccot(vk)). 11 vient, en
séparant les parties réelles et imaginaires,

v1 (P,) = v; cos((2n + 2) arccot(Vk))
vy (P,) = v;Vksin((2n + 2) arccot(Vk))

pour tout n naturel.

Recherchons les zéros de vy (P,) et de vy (P,). Notons que la fonction
cot : x> cot(z) est strictement décroissante et continue sur U'intervalle |0, 7]:
c’est une bijection de ]0, 7| dans R.

Sa fonction réciproque arccot(:) est donc bien définie sur R, et on a, d’un
coté
Vz € R : cot(arccot(x)) = x,

et de I'autre
Va €]0, [: arccot(cot(x)) = x.

Pour vy (P,), on a

(%} (Pn) =0

& cos((2n + 2) arccot(VE)) = 0

& (2n + 2) arccot(VE) = 26; ! m b EL
L2+ 1

Tanta "

& arccot(VE)

Comme contrainte, nous avons, de par ensemble des valeurs de arccot(z),

20+1

0< .
In+4

T

4n + 3
2
S0</i<2n+1

1
&S ——<ti<
2

Donc,

20+ 1

arccot(\/%):4ni4-7r
20+1 20+ 1 1 2 1

& Vk = cot + -m ), avec cot + ) >0 —= < /i< n S0</l4<n
dn +4 4dn + 4 2 2

20+ 1
& k = cot? <4n—|—|:4'7r)7 ot £ € [0,n]NZ.



Pour vy (Py,), on a

(%) (Pn) =0
& VEsin((2n + 2) arccot(VE)) = 0
& (2n+2)arccot(Vk) =€ -1l € Z
_te7
2+ 2
Comme contrainte, nous avons, de par ’ensemble des valeurs de arccot(z),
{7
2n+2
S0<l<2n+2
S1<l<2n+1.

& arccot(Vk)

0<

<

Donc,
& arccot(VE) = tm
C2n 42
0 - Y4 2 2
= Vk = cot il , avec cot Ul >00<l< nt S1<i<n+1
2n+ 2 2n + 2
20+ 1
= cot? : ) 1 11N Z.
& k= cot <4n—|—4 7r>,ou€€[,n+ N

3.3.2 Formules fermées pour vy (P,) +vs (P,),ve (Pn) —v1 (P,) et leurs
zéros

Grace a un artifice de calcul :

Y (VE+i)22 . (VE +4)

o .'UQ(Pn) . i

(sa(py 41252 ) (R

= ‘v - v (L) 1(v v
=Vvk I(Pn) \/E + ( 1(PTL)+ Q(Pn))

on remarque que

01(P) + va(Pa) = Sy (VR )

=v;Vk + Lsin ((271 + 3)arccotan(\/E)> .

Par conséquent, on a



vy (Pp) +v2 (Py,) =0
& VE + 1sin((2n + 3) arccot(VE)) = 0
& (2n+ 3)arccot(VEk) =L 1,0 € Z
_teT

2n +3°

Comme contrainte, nous avons, de par ensemble des valeurs de arccot(z),

& arccot(VE)

l-m

2n+ 3
S0<l<2n+3
S1<0<2n+2.

0< <7

Donc,

X% s
t(VEk) =

arccot(Vk) 13
l- / 2 3

= VEk = cot m , avec cot il >0e0<l< nt S1<i<n+1
2n+ 3 2n+3
20+ 1

@k:cot2< * -w),oﬁfe[l,n—i—l]ﬁl.
dn+4

Enfin, grace a la formule générale d’itération, il est immédiat de vérifier que
v (Pry1) — v1 (Poy1) = v1 (Py) 4 va (Pp), pour tout n naturel.

4 Résolution

Grace aux généralisations obtenues, entamons 1’étude des phases pour pou-
voir résoudre le probléme. Ajoutons que la fonction cot? : x — cot?(z) est
strictement décroissante, continue et positive sur |0, 7/2] (c’est une bijection de
10, 7/2] dans les réels positifs); comme valeurs particulieres, cot?(m/2) = 0 et
cot?(m/4) = 1. Par conséquent, comme on limite ’étude au cas ot k > 1, on ne
considére que les arguments dans 'intervalle |0, 7/4].

Pour faciliter ’étude des phases en fonction des valeurs-pivot que nous avons
calculées, soient :

e ¢, la plus grande valeur annulant v; (P,), c’est-a-dire :

e 7, la plus grande valeur annulant vy (P,), ¢’est-a-dire :

cot? il ,
2n + 2

10




e s, la plus grande valeur annulant vy (P,,) + ve (P,) , c’est-a-dire :

cot? il .
2n+3

4.1 Factorisation de v,(P,), de vy(P,) et de leur somme

Nous avons déterminé que v1(P,), v2(P,) et leur somme sont des fonctions ra-
tionnelles dont :

e le numérateur est un polynéme de dégré n+ 1 en k ;
e le dénominateur est (k + 1)"1, strictement positif si k > 1 ;
e n + 1 zéros différents du pole on été trouvés.

Des lors, en vertu du théoreme fondamental de 1’algebre, nous pouvons écrire
pour tout n naturel :

oy e 5 (2041
Ul(Pn)W‘ll:[<kCOt <4n+4 7r)>

=0

vz (Py) = m 1I (’“_ cor’ (2252))

{=1

o1 (Pa) + 2 (Pn) = m ﬁ (’“ - cot? (zifg))

4.2 FEtude de phases

Comme on a vu au point 1.2 , pour la phase P :

k-1
v1 (Po) = e
2k
v ()=

Lors de cette phase, les deux spheres se dirigent donc vers le mur : il y a un
choc apres le rebond de Sy contre le mur.

Pour la phase P; :

11



Les formules pour cette phase sont les suivantes.

Ul(Pl):(kjiiil)z-(k‘—CO’GQ(%)) k — cot? %T
4u; 2

va(Py) = (e (k — cot? (2)) k — cot?

P+ oa(P) = o - (k= eot? () ( e (%))

Aussi, cot?(m/8) est le plus grand zéro de vy (P1) .
L’étude du signe de chacune des expressions donne le tableau suivant.

k | |r] s Je| |
'Ul(Pl) / — | — | — - 0 +
va(Py) J1O |+ |+ ]|+|+ ]+

vi(P) +va(Py) | /| = | =] 0 [+ ]|+ |+

Notons que les autres zéros sont inférieurs & 1.
Nous pouvons en tirer les conclusions suivantes :

e Si k €]ry,s1[, alors Sy repart plus vite que Sy dans la direction opposée
au mur ;

e si k = sy, alors 57 et S5 repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;

e si k €]sy,cy[, alors Sy repart plus lentement que S; dans la direction
opposée au mur ;

e si k = cq, alors S7 s’immobilise ;
e si k > ¢, alors S7 continue sa trajectoire vers le mur.

Dans les trois derniers cas, il y a encore un choc.

Dans le cas ol k = cot?(7/8), on peut déja prédire qu’a la phase Pz, vy (P3) =
—v; et vg (P3) = 0. Clest-a-dire qu’a la phase Ps,.S; repartira en direction op-
posée au mur avec la méme vitesse initiale, et S s'immobilisera (ce qui est corro-
boré par le théoréme de conservation de 1’énergie cinétique). En effet, va (P3) =
v; cot(m/8) sin(8 arccot(cot(7/8))) = 0, et vy (P3) = v; cos(8 arccot(cot(7/8))) =
—Vj.

Pour la phase P :

12



Etudions uniquement l'intervalle |s1, ¢1[. Pour la phase P, on a :

vy (Pp) = (kjiill)?) -g) (k‘—co‘c2 <2f;1n>>
3
vy (Py) = (kj—#)?’ -g (k— cot? (667T>)
v1 (P2) +v2 (P2) = (':_#)3 ‘ H (k— cot? <£77r>)

(=1

L’étude du signe de chacune des expressions donne le tableau suivant.

k | s |72 [s2| el |
v (P2) A el el Il Bl el el e
V2 (Py) [l =1=10|+|+]|+]+]/
Ul(P2)+1)2(P2) / e e e 0 + | + /

Dans ce cas, ¢y = cot? (1—”2), S9 = cot? (%) et ro = cot? (%)

Nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

e Si k €]sy,rsf, alors Sy repart plus vite que Sy dans la direction opposée
au mur ;

e si k =y, alors Sy s’'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;

e si k €]rq, 2, alors S repart plus vite que Sy dans la direction opposée au
mur ;

e si k = sg, alors S7 et Sy repartent en direction opposée au mur avec des
vitesses égales ;

e si k €]sg, 1], alors S; repart en direction opposée au mur plus lentement
que Ss.

Dans le dernier cas, il y a encore un choc.

Pour la phase P; :

13



Etudions uniquement l'intervalle |ss, ¢1[. Pour la phase P3, on a :

£=0

we = I (- ()

1 (Ps) + va (Py) = :_%1)4 ﬁ (’“ — cot” (@;))

Remarquons que dans l'intervalle |so, ¢1[, il n’y a plus de valeurs-pivot pro-
pres a la phase Ps.
En effet, on a :

k | |s2| || [ms] |

/ /
va(P3) A e e e U
v1(Ps) +v2(F3) |/ /

On conclut que si k €]sa, ¢1][, alors il y a un dernier choc entre S et Ss.
L’étude de lintervalle |1,c1] est finie, et les valeurs-pivot se répartissent de la
maniere suivante :

1 S1 r2 $2 1 k

] ] ] ] ]
T T T T T

— —

2 chocs 3 chocs 4 chocs

4.3 Généralisation par induction

Démontrons par récurrence que tout intervalle J¢,—_1,¢,], olt n est un naturel
non nul, se décompose somme suit.

Cpn—1 S2n—1 Ton San Cn k

] ] ] ] ]
T T T T T

Ces valeurs-pivot sont associées aux phases Pay,_o, Pop—1, Pon €t Pay11. Le cas
de base vient d’étre considéré.

En supposant ’assertion vraie pour n = N, démontrons-la pour n = N + 1.
Cela veut dire que 'on étudiera 'intervalle Jey, en41]-

Pour Popyq :

14



Pour la phase Pon41, 0n a:

2N+1
. o (204D
V1 (P2N+1)* (k+1)2N+2 l];[) (k cot <8N—|—8 7'('>>

N+2

(AN +4)v; ? o Lo
vz(PzNH)—W' E k — cot 4N +4
2N+2

(4N + 5)v; 2 t-m

U1 (P2N+1)+U2(P2N+1):W. H ki = cot 4N +5

Notons que ¢y = cot? T = cot? T )= T2N+1
AN +14 22N +1)+2

Comme tableau des signes, on a :

k | |revei=en | [sover | |engr| |
v (Pan+1) / / — — =
v2(Pan1) / / o+ ]+ ]
v1(Pang1) +v2(Pant1) | / / - 0 +| + |/

d’ou l'on tire :

e Si k €|rant1,S2n+1[, alors S repart plus vite que Sy dans la direction
opposée au mur ;

e si k = song1, alors Sy et Sy repartent dans la direction opposée au mur
avec des vitesses égales ;

e sik €]sani1, 1], alors Sp repart plus lentement que Sy dans la direction
opposée au mur.

Dans le dernier cas, il y a encore un choc.

Tout autre zéro de vi(Pon+1), v2(Pans1) ou de leur somme est inférieur a
cn. Or, par hypothese de récurrence, cette valeur a déja été étudiée. C’est pour
cela que, dans le tableau des signes, seuls les zéros strictement supérieurs a cy

sont pris en compte.

Pour Ponyo :

15



Pour la phase Pon42, 0n a :

v; 2N+2 5 2€+1
v1(P2N+2):W' IT (- cot SN+ 12

=0
N3
(4N +6)y; : 2 C-m
vz (Ponie) = Gy - g koot ivTe
IN+3
(AN + Ty, 2 t-m
v1 (Pang2) +v2 (Pang2) = (k+1)2V+3 ’ g ki = cot AN +7

Le tableau des signes donne :

k | sovt1 | | ranvge | | sonvi2 | |envqa| |
v1(Pan42) — — - — — - =17
v2(P2N+2) — =1 0 |4+ 4+ |+| + |/

v1(Pan+2) + v2(Pan2) - - — - 0 + + |/

et on déduit :

e Si k €]sant1,ran+2[, alors S; repart plus vite que Sy dans la direction
opposée au mur ;

e si k = ronyo, alors Sy s'immobilise ;

e si k €]ranya, San42[, alors S repart plus vite que Se dans la direction
opposée au mur ;

e si k = son4o, alors S et Sp repartent avec des vitesses égales ;

e si k €]santa,cny1], alors Sy repart plus lentement que Ss.

Dans le dernier cas, il y a un nouveau choc.
Pour P2N+3 :

Pour la phase Pon43, on a :

i 2N+3 ) 2_€+1
v (Povea) = v - L (P oot (G557

£=0
2N+4
(4N + 8)v; o L-m
P _ BN T o -
vo (Pan+3) (k+ 1)2N+4 g ki = cot 4N + 8
2N+4

(4N + 9)v; o Lo

v1 (Pan3) + 02 (Pany3) = [(EDE IT (%~ cot AN +9

16



Remarquons que dans U'intervalle |son 2, ey 1], il n’y a plus de valeurs-pivot
propres a la phase Pony3.
En effet, on a :

k ‘ ‘ 52N 42 ‘ ‘ CN+1 ‘ ‘ ToON+3 ‘ ‘
v1(Pan43)

/ /
v2(Pan+3) / - - - |- 0 /
/ /

v1(Pan+3) + v2(Pang3)

Ceci conclut la récurrence.

4.4 Conclusion

On peut géneraliser chaque intervalle |, 1, ¢,] auquel k peut appartenir de la
maniere suivante :
Cn—1 S2n—1 Ton Son Cn k

] ] ] ] ]
T T T T T

— —

2n chocs 2n + 1 chocs 2n + 2 chocs

ousik €|cy—1, S2n—1), il y aura 2n collisions entre les spheres ; si k €]sa,—1, S2n],
il y aura 2n + 1 collisions et si k €]say, ¢,], il y aura 2n + 2 collisions.

Le tableau suivant recense 1'issue des collisions, 7.e. le nombre de chocs entre
les spheres et les données concernant la direction et le module des vecteurs-
vitesse, en fonction des valeurs de k.

k U1 U2
Cn—1 v1(Pon—1) = —v; vo(Pon—1) =
Cno1 < k < Sop—1 | | v1(Pan—1) |>| v2(Pan-1) | | v2(Pan—1)

Son—1 | v1(Pon—1) |=| v2(Pan—1) | | v2(Pan—1) >0

Son—1 < k < Taopn | v1(Pap) |>| v2(Pan) | va(Pay) <0

Ton v1(Pap) = —v; va(Pap) =0

ron < k < Sop | v1(Pan) |>| vo(Pay) | vo(Pap) >0

S2n | v1(Pon) |=] v2(Pon) | v2(Pon) >0
son < k<cp, | v1(Pans1) |>] v2(Pant1) | | v2(Pont1) <0
Cn 01 (Papy1) = —v; vo(Papy1) =0

4.5 Apparition de 7 dans le nombre de chocs

D’apres les simulations numériques, il semblerait que si k& = 100”7, ou p est un
naturel, les décimales de m apparaissent progressivement lorsque le nombre de
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chocs entre les spheres et le nombre de chocs de S5 avec le mur sont compt-
abilisés.

Tout d’abord, remarquons que Uintervalle ]¢,_1, ¢,] est associé aux phases
Pop—1 & Py, 1q. Cela signifie que, si k appartient a cet intervalle, il y aura entre
2n et 2n + 2 chocs entre les spheres. Si 'on compte les chocs contre le mur,
il faut multiplier le résultat par deux car, a chaque phase, il y a choc contre
le mur (sauf éventuellement lors de la derniere phase, ol il est possible que Sy
continue & s’éloigner du mur). Des lors, dans cet intervalle, il y aura entre 4n
et 4n + 4 chocs totaux.

Donc, si f :|1,400[— Ny : k — f(k) désigne la fonction qui, pour tout
rapport de masse strictement supérieur & 1, donne le nombre de chocs, alors,
pour tout naturel » non nul,

dn < f (cot2 (%)) <4n+4

1

I (E)

- 4n

S

En faisant tendre n vers +oo, on obtient
cot? (X
n—-+oo 4n
ou encore, en posant r = 4n,

L S0 (2))

r—+00 X

=1

En particulier, on peut écrire

o L))

p—too |7 - 107

Or, la suite z, = 1077 - |7 - 10P], Vp € Ny converge vers 7 (il s’agit de la
suite dont le p¢ élément contient les p premieres décimales de ).

Des lors, si p — 400, alors [::igzj = 1. Donc cot? (ﬁ) « cot? (107P).

D’autre part, on a cot? (107P) « 100P.

Il vient f(100P) « |7 - 107 ], ce qui corrobore les observations.
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